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All generalizations are false, including this one. – Mark Twain

1 事件的独立性

需要掌握的内容包括事件独立的定义.

定义 1.1 两个事件 A 和 B 被称为独立的如果：

P (A ∩ B) = P (A)P (B) (1)

例 1.1 如果 A 和 B 是独立的事件，那么 Ac 和 B，A 和 Bc，Ac 和 Bc 也是独立的.

例 1.2 A 和 B 是独立的事件等价于以下条件 (假设 A 和 B 发生概率都大于 0):

P (A|B) = P (A) (2)
P (B|A) = P (B) (3)
P (A|B) = P (A|Bc) (4)
P (B|A) = P (B|Ac) (5)

定义 1.2 两个事件 A 和 B 被称为正相关的如果：

P (A ∩B) > P (A)P (B) (6)

例 1.3 试说明 (6) 和下列条件之间是等价的 (假设 A 和 B 发生的概率均大于 0):

P (A|B) > P (A) (7)
P (B|A) > P (B) (8)
P (A|B) > P (A|Bc) (9)
P (B|A) > P (B|Ac) (10)

定义 1.3 两个事件 A 和 B 被称为条件在事件 C 上是正相关的如果：

P (A ∩B|C) > P (A|C)P (B|C) (11)
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例 1.4 试说明 (11) 和下列条件之间是等价的 (假设 A 和 B 发生的概率均大于 0, 且
P (A|B,C) 的含义是 P (A∩B|C)

P (B|C)
):

P (A|B,C) > P (A|C) (12)
P (B|A,C) > P (B|C) (13)
P (A|B,C) > P (A|Bc, C) (14)
P (B|A,C) > P (B|Ac, C) (15)

例 1.5 (辛普森悖论):{
P (A|B,C) > P (A|Bc, C)

P (A|B,Cc) > P (A|Bc, Cc)

}
⇏ P (A|B) > P (A|Bc) (16)

为了看清楚上式背后的逻辑，我们考虑著名的伯克利大学录取的数据。为了简化起见，我
们考虑只有两个系，分别是物理系和英语系：

物理系 接收 拒绝 条件概率

女生 60 40 P (A|F, Ph) = 0.6
男生 50 50 P (A|M,Ph) = 0.5

英语系 接收 拒绝 条件概率

女生 250 750 P (A|F,En) = 0.25
男生 20 80 P (A|M,En) = 0.2

合计 接收 拒绝 条件概率

女生 310 790 P (A|F ) = 0.28
男生 70 130 P (A|M) = 0.35

可以看出，在英语系和物理系中，女生的录取率都比男生高，但是合计的数据中，女
生的录取率却比男生低！（解释：大多数女生都申请了英语系，但是英语系的录取率更低！）

例 1.6 请说明在式 (16) 中，如果事件 B 和事件 C 是独立的，那么式 (16) 中的推出是成
立的。

2 随机变量及其分布

需要掌握的内容包括离散型随机变量的概率分布，连续型随机变量的密度函数. 分布函数
的定义，事件发生概率的计算.
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例 2.1 在我们经常看到的新闻里，时常会以“万分之一”或者“百年一遇”的字眼来描述
某事件发生的概率有多么低，从而吸引读者的眼球 (也许是因为大家总是对罕见的事情感
兴趣)。然而如果我们仔细审视这些事件发生的概率，或许发现这些事件发生的概率并没
有想象中那么低. 许多年前，新闻报道了美国纽约州的一个小学某年新入学的学生里有 5
个双胞胎，这则新闻被当时的媒体称为“几乎不可能发生”的事件。让我们来仔细地考虑
下列的事件发生的概率：

1. 为了简化我们的计算，假设一个儿童是双胞胎的概率为 1/90，且不同儿童是否是双
胞胎是独立的。我们假设小学一共有 60 个儿童入学，试计算这个小学有 5 个及以
上双胞胎入学的概率。你认为这个概率是足够小以至于有新闻报道价值的吗？

2. 即使 1. 中的概率是很小的，而且有新闻报道价值，考虑“有 5 个及以上双胞胎入
学”的事件可能在纽约州的任何一个县的任何一个学校发生。纽约州一共有 62 个
县，而且假设每个县有 5 个类似的小学。请计算“纽约州至少有一个学校有 5 个及
以上双胞胎入学的概率”，这个事件你觉得是“几乎不可能发生的事件”吗？

3. 如果你认为 2. 中计算的概率仍然是很小的，进一步考虑“有 5 个及以上双胞胎入
学”的事件可能会在美国的 50 个州的任何一个，过去 10 年中的任何一年中发生至
少一次的概率。

例 2.2 在许多生物医学和社会科学的研究中, 很多时候我们感兴趣的研究对象是“到某事
件发生的时间”的分布。例如在生物医学的研究中，我们感兴趣的是服用某种药的病人从
服药到死亡时间的分布；在社会科学的研究中，我们可能感兴趣具有某特征的一对夫妻从
结婚到离婚的时间的分布. 这种研究关心的对象是非负随机变量, 它们的分布称为寿命分
布. 若 X 是非负随机变量, 其分布函数是 F (x), 密度函数是 f(x), 为了简化起见，我们这
里认为 X 服从指数分布，即 f(x) = e−x(x ≥ 0), f(x) = 0(x < 0). 学者们为了研究寿命分
布，还引入生存函数 S(x) = P{X > x} 以及风险函数 λ(x) = f(x)

1−F (x)
. 试以给出的指数分

布验证下列的结论正确:

S ′(x) = −f(x) (17)

logS(x) = −
∫ x

0

λ(t)dt (18)

f(x) = λ(x) exp[−
∫ x

0

λ(t)dt] (19)

事实上，上式对任意的非负连续随机变量都是成立的！

3 随机变量的数字特征

此节需要掌握的内容包括连续型和离散型随机变量期望的计算和方差的计算，以及随机
变量函数的数字特征的计算.

例 3.1 假设 A 代表一个我们感兴趣的事件，P (A) = p。定义随机变量 IA 如下：

IA =

{
1 (如果 A 发生)

0 (如果 A 不发生)
(20)

请计算 IA 的期望和方差.
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例 3.2 求服从下列概率分布的随机变量 X 的数学期望:

1.

f(x) =


1

2
x−x

2 , x > 0

0 x ≤ 0
(21)

2.
f(x) =

1

4
e−

|x|
2 (22)

3.

f(x) =

{
8x−3, x > 2

0, x ≤ 2
(23)

例 3.3 Betteley 给出了一个有趣的期望的运算法则: 令 X 和 Y 分别代表两个随机变量，
定义 X ∧ Y = min(X,Y ), 以及 X ∨ Y = max(X,Y )。类似于 P (A∪B) = P (A) + P (B)−
P (A ∩ B), 我们有

E(X ∨ Y ) = EX + EY − E(X ∧ Y ) (24)
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